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Проблема и цель. Статья посвящена проблеме первичной обработки данных педагогиче-

ских экспериментов, имеющих мультимодальный характер. Целью публикации является выяв-

ление наиболее эффективных и универсальных алгоритмов кластеризации данных педагогиче-

ских экспериментов.   

Методология. В исследовании использовался метод моделирования педагогического экс-

перимента. Представлен анализ 5 алгоритмов кластеризации.  Оценка эффективности алго-

ритмов кластеризации проводилась по доле наблюдений с ошибками кластеризации на различ-

ных уровнях допустимости и коэффициенту подобия Жаккара. Для оценки влияния параметров 

моделирования педагогического эксперимента и показателей описательной статистики на эф-

фективность алгоритмов кластеризации использовался регрессионный анализ. 

Результаты. Дана оценка эффективности различных алгоритмов кластеризации данных, 

а также проведен корреляционный и регрессионный анализ факторов, влияющих на показатели 

эффективности кластеризации. 

Наиболее эффективными алгоритмами кластеризации мультимодальных выборок явля-

ются алгоритм К-средних и агломеративный иерархический алгоритм. 

Заключение. Результаты, полученные в данной публикации, могут использоваться для 

статистического анализа данных педагогических, психологических, социологических, биологи-

ческих и медицинских исследований. 
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Постановка проблемы 

Все новые педагогические технологии 

обучения, воспитания и развития навыков ба-

зируются на проверках гипотез на основе ло-

гико-математического аппарата. Многие алго-

ритмы проведения эксперимента в педагогике 

заимствованы из экспериментальной психоло-

гии, социологии и других социально-гумани-

тарных наук. Однако если мы попробуем при-

вести прямую аналогию между различными 

научными дисциплинами, то самым лучшим 

вариантом окажется доказательная медицина, 

где, как правило, сравниваются «традицион-

ные» и «новые» терапии и на основе проведе-

ния эксперимента и математической обра-

ботки данных высказывается суждение о том, 

что «новая» терапия доказала собственную 

эффективность. Несмотря на то, что ошибоч-

ное подтверждение (ошибка первого рода) или 

опровержение гипотез (ошибка второго рода) 

в клинических медицинских исследованиях 

обходятся дороже для общества, авторы 

настоящей статьи считают, что педагогиче-

ские исследования должны приближаться к 

уровню качества медицинских и биологиче-

ских исследований. Прежде всего, это каса-

ется правильного понимания, какие математи-

ческие инструменты нужно использовать в 

определенной ситуации: размер выборок, ди-

зайн эксперимента, насколько сильные/сла-

бые изменения мы хотим измерить, для чего 

используются различные статистические те-

сты значимости разницы между выборками. 

На основе анализа диссертаций, защи-

щенных в 2023 г., мы можем судить, какие ста-

тистические тесты используются для про-

верки достоверности разницы между кон-

трольной и экспериментальной выборками 

(табл. 1). В целом методы анализа, используе-

мые для определения достоверности разницы 

выборок в педагогических исследованиях, 

можно разделить на 5 групп: тесты Стью-

дента/Уэлча; хи-квадрат; тесты Манна – 

Уитни/Уилкоксона; сочетание различных ви-

дов тестов; другие виды, не попадающие ни в 

одну из вышеперечисленных категорий. Ана-

лизировались авторефераты диссертаций по 

педагогическим научным специальностям, 

вынесенных на защиту с 01.05.2023 по 

31.10.2023. 

 

Таблица 1 

Использование тестов достоверности разницы между выборками в диссертациях 

Table 1 

Using tests of probability between samples in Russian PhD theses 

Тип теста Для каких выборок используется 
% вхождений в 

диссертациях 

Тест Стьюдента/Уэлча 
Для линейных показателей, подчиняющихся закону 

нормального распределения 
34 

Тест хи-квадрат Для номинативных и ранговых показателей 42 

Тест Манна – Уитни /Уил-

коксона 
Для ранговых показателей 20 

Другие тесты – 4 

 

 

Таким образом, исходя из результатов 

анализа защищенных диссертаций, суще-

ственную долю экспериментальных педагоги-

ческих исследований составляют линейные 

или ранговые квалиметрические показатели, 
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для которых проверка статистической гипо-

тезы осуществляется тестами Стьюдента либо 

непараметрическими тестами Манна – 

Уитни/Уилкоксона. Однако все эти алгоритмы 

для статистической проверки достоверности 

работают лишь при определенных «идеаль-

ных» условиях постановки эксперимента.  

В нашей предыдущей работе [1] приво-

дятся особенности выборок педагогических 

экспериментов: 

– трудность получения параметрической 

выборки на всех этапах эксперимента;  

– частая мультимодальность педагогиче-

ских выборок; 

– малые выборки по сравнению с дру-

гими дисциплинами; 

– ориентация на оценку качества; 

– необходимость анализа всего спектра 

выборки, а не среднего результата [1]. 

Авторы настоящей статьи хотят обра-

тить внимание на вторую особенность педаго-

гических выборок: их частую мультимодаль-

ность, т. е. когда одна большая выборка со-

стоит из множества более мелких. Подобное 

явление нередко усложняет проведение педа-

гогического эксперимента. Во-первых, муль-

тимодальная выборка имеет характер непара-

метрической, и к ней не подходят критерии 

проверки достоверности разницы Стью-

дента/Уэлча. Во-вторых, всячески теряется 

смысл среднего арифметического и медианы 

как основных характеристик такой выборки, 

т.  е. получается, что основные выводы, полу-

ченные в результате эксперимента, хотя и 

обобщают результаты совокупной выборки, 

 
1 Bataineh K. M., Naji M., Saqer M. A Comparison Study 

between Various Fuzzy Clustering Algorithms // Jordan 

Journal of Mechanical & Industrial Engineering. – 

2011.  – Vol. 5 (4). – P. 335–343. URL: 

https://jjmie.hu.edu.jo/files/v5n4/v5n4.pdf#page=58 

но не отражают особенности ни одной из под-

выборок, из которых эта совокупная выборка 

состоит. Решением данной проблемы является 

разделение таких выборок с помощью различ-

ных алгоритмов кластеризации данных. 

Исходя из вышеизложенного, целью пуб-

ликации является выявление наиболее эффек-

тивных и универсальных алгоритмов класте-

ризации данных педагогических эксперимен-

тов. Для достижения поставленной цели ис-

следования потребуется решить ряд задач: 

– провести анализ предыдущих публика-

ций по оценке алгоритмов кластеризации дан-

ных, а также выявить основные показатели, по 

которым можно оценить их эффективность; 

– смоделировать с помощью алгоритмов 

генерации данных мультимодальные выборки 

с максимально возможным охватом комбина-

ций размера, математического ожидания, 

среднеквадратичного отклонения и асиммет-

ричности распределения подвыборок; 

– с помощью различных алгоритмов кла-

стеризации данных определить наиболее оп-

тимальный алгоритм разделения (кластериза-

ции) выборок на подвыборки; 

– определить, по каким явным признакам 

выборки педагог-исследователь может судить о 

целесообразности кластеризации выборок. 

 

Обзор работ по оценке эффективности 

алгоритмов кластеризации данных 

Сравнению алгоритмов кластеризации с 

точки зрения их эффективности посвящены 

исследования T. Kinnunen с соавторами [11], 

Y. G. Jung с соавторами [18], A. P. Reynolds с 

соавторами [10], K. M. Bataineh с соавторами1, 

Syakur M. A., Khotimah B. K., Rochman E. M. S., Satoto 

B. D. Integration K-Means Clustering Method and Elbow 

Method For Identification of The Best Customer Profile 

Cluster // IOP Conference Series: Materials Science and 

Engineering, 2018. vol. 336. P. 012017. DOI: 

https://10.1088/1757-899X/336/1/012017  
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G. A.Wilkin и X. Huang [27], К. С. Ершова и 

Т.  Н. Романовой [2], С. Л. Подвального с соав-

торами [3], и Е. В. Сивоголовко [4]. Во всех 

представленных работах проверяли эффектив-

ность алгоритмов кластеризации либо уже на 

готовых данных, либо рассматривали частные 

случаи с одной выборкой или одной повторно-

стью. 

Статья D. Xu  и Y. Tian [28] уделяет основ-

ное внимание подробному обзору алгоритмов 

кластеризации. Также авторы рассмотрели ос-

новные параметры кластеризации, такие как 

измерение расстояния или сходства, и другие 

индикаторы. Кроме того, в этой работе опи-

саны основные методы оценки точности алго-

ритмов кластеризации. Авторы классифици-

руют алгоритмы следующим образом: алго-

ритмы разделения (К-средние, CLARA) 2 ; 

иерархические алгоритмы (BIRCH, CURE, 

ROCK, Chameleon)3 [15; 16; 19; 29]. В статье 

также даются подробные рекомендации по 

применению алгоритмов кластеризации в за-

висимости от типов данных их размерности, а 

также классифицируемых категорий [28].  

Наиболее близкой к проблематике 

настоящей публикации является статья 

“Clustering algorithms: a comparative approach”, 

 
2  Steinhaus H. Sur la division des corps materiels en 

parties. Bull. Acad. Polon. Sci., C1. III vol IV: 801–

804.  – cf, 1956. 

MacQueen J. Some methods for classification and analysis 

of multivariate observations. Т. 1. – Oakland, CA, USA, 

1967. 

Partitioning Around Medoids (Program PAM). – Wiley 

Series in Probability and Statistics, 1990. – P. 68–125. 

Portico. DOI: 

http://dx.doi.org/10.1002/9780470316801.ch2 

Kaufman L., Rousseeuw P. J. Partitioning Around Me-

doids (Program PAM) // Finding Groups in Data. – John 

Wiley & Sons, Inc., 2008. – P. 68–125.  
3 Guha S., Rastogi R., Shim K. ROCK: A robust clustering 

algorithm for categorical attributes // Information sys-

tems. – 2000. – Vol. 25 (5). – P. 345–366. 

посвященная эффективности различных мето-

дов кластеризации данных в научных исследо-

ваниях [9]. Авторы статьи рассматривают эф-

фективность девяти алгоритмов кластериза-

ции: алгоритм К-средних, CLARA, иерархиче-

ский алгоритм, EM, HCModel, спектральный 

алгоритм, OPTICS, DBSCAN 4  [5; 7; 21; 24; 

26]. Авторы статьи проверяют эффективность 

алгоритмов кластеризации на сгенерирован-

ных случайных двумерных данных по пара-

метрам классов, особенностей, количества 

объектов, параметров смешения подвыборок. 

Для оценки качества работы алгоритмов кла-

стеризации они используют коэффициенты 

подобия: Жаккара, ARI (Adjusted Rand Index), 

NMI (Normalized Mutual Information), FMI 

(Fowlkes – Mallows Index)5 [14; 22]. Количе-

ство смоделированных вариантов смешанных 

сгенерированных выборок равнялось 400. 

Для  оценки эффективности алгоритмов ав-

торы статьи выбрали непараметрический тест 

Краскела – Уоллиса6 [20]. В результате сово-

купного анализа всех алгоритмов в различных 

условиях авторы пришли к выводу, что в од-

них случаях наиболее эффективным методом 

кластеризации является спектральный алго-

Guha S., Rastogi R., Shim K. CURE: An efficient cluster-

ing algorithm for large databases // ACM Sigmod rec-

ord.  – 1998. – Vol. 27 (2). – P. 73–84. 
4 Ester M., Kriegel H.-P., Sander J., Xiaowei Xu A density-

based algorithm for discovering clusters in large spatial 

databases with noise // KDD–96 Proceedings. – 1996. – 

P. 226–231. URL: 

https://cdn.aaai.org/KDD/1996/KDD96-037.pdf  

Hastie T., Tibshirani R., Friedman J. The EM algorithm // 

The Elements of Statistical Learning. – 2003. – P. 236–

243. 
5 Jaccard P. Distribution de la flore alpine dans le bassin 

des Dranses et dans quelques régions voisines // Bull Soc 

Vaudoise Sci Nat. – 1901. – Vol. 37. – P. 241–272. 
6 Kruskal W. H., Wallis W. A. Use of ranks in one-criterion 

variance analysis // Journal of the American statistical 

Association. – 1952. – Vol. 47 (260). – P. 583–621. 
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ритм, в других случаях – иерархический алго-

ритм, EM и OPTICS. Тем не менее в этой ста-

тье рассматривалась лишь эффективность ра-

боты алгоритмов на двумерных данных. Отме-

тим, что в статье не рассматривается ни один 

из параметров вариативности выборки, кроме 

ее размера, а также величина стандартного от-

клонения, асимметричности, расстояния 

между величинами стандартного отклонения. 

 

 

Методология исследования 

Поскольку авторам статьи необходимо 

выработать рекомендации для педагога-иссле-

дователя в случаях, если есть подозрение, что 

данные, полученные на начальном (констати-

рующем) этапе эксперимента, имеют мульти-

модальную природу, прежде всего следует 

объяснить алгоритм построения такой вы-

борки и ее параметров, состоящий из 4 этапов 

(рис. 1): 

 

 

 

Рис. 1. Основные этапы моделирования педагогического эксперимента 

Fig. 1. The main stages of modeling a pedagogical experiment 
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1. Генерирование подвыборок: по задан-

ным параметрам генерируются две малые под-

выборки. 

2. Смешивание: две подвыборки смеши-

ваются в одну большую выборку. 

3. Кластеризация: сформировавшаяся 

выборка проверяется посредством алгоритмов 

кластеризации на принадлежность каждого 

наблюдения к определенному кластеру (в 

нашем случае к одному из двух). 

4. Оценка: делается вывод об эффектив-

ности алгоритмов кластеризации на основе 

ошибочного или правильного отнесения 

наблюдения в первоначальную подвыборку. 

Для всеохватывающего представления 

различных вариантов смешивания подвыбо-

рок были выбраны следующие их параметры 

(табл. 2). 

 

Таблица 2 

Параметры моделирования педагогических экспериментов 

Table 2 

Parameters of computer modeling of experiments 

Параметр выборки Варианты параметров выборки 

Математическое ожидание подвыборки, баллы От 100 до 145 с шагом 5 (100, 105, 110, 115, 120, 

125, 130, 135, 140, 145) 

Стандартное отклонение подвыборки, баллы 5, 10, 15 

Асимметрия подвыборки, коэффициент-α -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 

Количество наблюдений в подвыборке 100, 200, 300 

 

 

Рассмотрим каждый из этих параметров 

подробнее. Математическое ожидание вы-

борки представляет собой количественный 

(линейный) квалиметрический показатель, от-

ражающий определенный уровень компетен-

ции испытуемого. Диапазон выбирался исходя 

из необходимости избежать генерации отри-

цательных значений с тем учетом, что рассто-

яние в трех стандартных отклонениях уло-

жится в диапазон от 0 до 100 баллов (самая 

большая величина стандартного отклонения в 

нашем случае – 15 баллов), а также показателя 

асимметричности распределения. Именно по-

этому самое низкое значение математического 

ожидания было выбрано как 100 баллов. При 

генерации данных показатель математиче-

ского ожидания изменялся только у первой 

подвыборки, у второй подвыборки он оста-

вался неизменным (145 баллов), в то время как 

показатель математического ожидания у пер-

вой подвыборки двигался в сторону увеличе-

ния с шагом 5 баллов (рис. 2). Величина шага 

определялась как величина минимального по-

казателя стандартного отклонения подвы-

борки – 5 баллов. Для величин стандартного 

отклонения были выбраны варианты показа-

теля в 5, 10 и 15 баллов. 
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Рис. 2. Схема изменения математического ожидания в процессе моделирования  

педагогического эксперимента 

Fig. 2. Scheme of expected value movement in the process of modeling 

 

 

Также была учтена вероятность несим-

метричного распределения выборки. Для гене-

рации подобных распределений было выбрано 

несимметричное нормальное распределение 

[6]. В качестве параметра асимметричности 

этого распределения выступает параметр α. 

Диапазон показателя асимметричности был 

выбран от -3 до 3 с шагом 1 (рис. 3; распреде-

ление положительных показателей α зер-

кально симметричны отрицательным). Нуле-

вой показатель-α дает симметричное гауссово 

распределение. Количество наблюдений (100, 

200, 300) выбиралось исходя из типичных раз-

меров выборок в педагогических исследова-

ниях. При моделировании использовались две 

повторности.  

При генерации отбрасывались симмет-

ричные варианты сочетания подвыборок: 

например, если у первой подвыборки число 

вхождений равнялось 100 человек, а у вто-

рой  – 300, то симметричный вариант (300 че-

ловек в первой подвыборке, 100 – во второй) 

исключался. Тот же принцип применялся ко 

всем другим параметрам подвыборок (стан-

дартное отклонение, коэффициент-α). Сово-

купное количество сформированных выбо-

рок  – 20 160. Размер каждой выборки варьи-

ровался от 200 до 600 наблюдений. 
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Рис. 3. Визуальное представление коэффициента-α ассиметричного  

нормального распределения 

Fig. 3. Visual representation of  α-coefficient of asymmetric normal distribution 

 

Генерация данных производилась с по-

мощью авторского кода на языке программи-

рования Python7. В качестве алгоритмов кла-

стеризации были выбраны: алгоритм К-сред-

них, алгоритм К-средних с минимальными вы-

борками [23], агломеративный иерархический 

алгоритм, алгоритм BIRCH, спектральный 

алгоритм. Для генерирования выборок ис-

пользовались научные математические биб-

лиотеки языка Python – NumPy и ScikitLearn. 

Для регрессионного и корреляционного ана-

лиза полученных результатов использовалось 

программное обеспечение Microsoft Excel, а 

 
7  Авторский код на языке программирования Python 

доступен по ссылке: 

https://disk.yandex.ru/d/1H0cX6UDsNYhRA  

также пакет статистической обработки дан-

ных на основе языка программирования R – 

RStudio. 

 

Результаты исследования 

Для первичной оценки алгоритмов ав-

торы данной статьи взяли две отсечки допу-

стимости ошибок кластеризации 5 % и 32 % 

(величины пересечения плотностей двух нор-

мальных распределений на расстоянии двух и 

одного стандартных отклонений соответ-

ственно). В таблице 3 и на рисунке 4 показано 
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число случаев, когда процент отнесения к «чу-

жому кластеру» не превышает 5 % и 32 % по 

количеству выборок и проценту от общего 

числа выборок (20 160 наблюдений). 

 

Таблица 3  

Доля наблюдений с ошибками кластеризации на различных уровнях допустимости 

Table 3 

Proportions of observations with clustering errors at different tolerance levels 

Алгоритмы  

кластеризации 

Менее 5 % ошибок, число 

наблюдений / % 

Менее 32 % ошибок, число 

наблюдений / % 

К-средние 7358 / 36,5 15675 / 77,8 

К-средние с мин. выб. 7356 / 36,5 15657 / 77,7 

Иерархический 8007 / 39,7 15164 / 75,2 

BIRCH 6036 / 29,9 13986 / 69,4 

Спектральный 5647 / 28 8995 / 44,6 

 

 

 

 

Рис. 4. Диаграмма доли наблюдений с ошибками кластеризации на различных  

уровнях допустимости 

Fig. 4. Plot of the proportion of observations with clustering errors at different tolerance levels 

Наилучший результат на отсечке 5 % 

ошибок показывает иерархический алгоритм 

кластеризации с результатом 39,7 %. За ним 

практически с идентичным результатом идут 

оба алгоритма К-средних (36,5 %). BIRCH и 

спектральный алгоритм показывают близкие 

результаты: 29,9 % и 28 % соответственно.  
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На отсечке 32 % ошибок наилучший ре-

зультат показывают два варианта алгоритма 

К-средних с почти идентичными показателями 

(77,8 % – классический алгоритм, 77,7 % – ал-

горитм с малыми выборками). Чуть худший 

результат показал Иерархический алгоритм 

(75,2 %) и алгоритм BIRCH (69 %). Спек-

тральный алгоритм показал неудовлетвори-

тельный результат – 44,6 %.  

Для более широкого представления эф-

фективности алгоритмов кластеризации в таб-

лице 4 и на рисунке 5 представлено распреде-

ление процента ошибок кластеризации. 

 

Таблица 4  

Показатели описательной статистики доли ошибок кластеризации 

Table 4 

Indicators of descriptive statistics of clustering errors percentage 

 
К-средние, 

% ошибок 

К-средние с мин. 

выб., 

% ошибок 

Иерархиче-

ский, 

% ошибок 

BIRCH, 

% ошибок 

Спектральный, 

% ошибок 

Среднее арифм. 18,5 18,5 18,7 22,1 32,8 

Первый квартиль 1,7 1,7 0,8 2,25 3 

Медиана 11 10,8 10,75 17,75 39,6 

Третий квартиль 29 29 31,6 36,5 49,8 

Представленные данные в целом корре-

лируют с предыдущими выводами об эффек-

тивности алгоритмов кластеризации. Показа-

тели среднего арифметического у несиммет-

ричных распределений следует рассматривать 

в комплексе с другими показателями. В част-

ности, у всех алгоритмов, кроме спектраль-

ного, показатель среднего арифметического 

выше медианы. Это значит, что асимметрия 

распределения отклонена в сторону меньшего 

процента ошибок кластеризации. На рисунке 5 

также видно, что спектральный алгоритм по-

казывает наихудшие результаты по всем пока-

зателям (медиана, квартили, максимум и ми-

нимум без учета статистических выбросов). 

Немного лучшие результаты демонстрирует 

алгоритм BIRCH, при этом, несмотря на до-

вольно высокий разброс значений ошибок 

кластеризации в последней четверти, алго-

ритм довольно неплохо себя показывает на 

оставшихся трех четвертях – с результатом 

36,5 % по третьему квартилю. Наилучшие ре-

зультаты показали оба алгоритма К-средних и 

иерархический алгоритм. При этом иерархи-

ческий алгоритм лучше всего показывает себя 

на отсечке первой четверти (первый квартиль) 

и половины (медиана) выборки, а оба алго-

ритма К-средних – на отсечке трех четвертей.
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Рис. 5. Диаграммы размаха доли ошибок кластеризации 

Fig. 5. Boxplots of clustering error rate 

 

 

В публикации M. Z. Rodriguez с соавто-

рами для оценки эффективности алгоритмов 

кластеризации использовались различные ко-

эффициенты подобия [9]. Для похожей оценки 

авторами данной статьи был использован ко-

эффициент Жаккара (коэффициент, равный 

нулю, говорит о полном несовпадении; коэф-

фициент, равный единице, соответствует пол-

ной идентичности). Результаты обработки 

данных представлены в таблице 5 и на ри-

сунке  6. 
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Таблица 5  

Показатели описательной статистики коэффициента подобия Жаккара 

Table 5 

Indicators of descriptive statistics of the Jaccard similarity coefficient 

 
К-средние, 

коэфф J 

К-средние с 

мин. выб., 

коэфф J 

Иерархиче-

ский, 

коэфф J 

BIRCH, 

коэфф J 

Спектральный, 

коэфф J 

Среднее арифм. 0,75 0,75 0,74 0,68 0,5 

Первый квартиль 0,56 0,56 0,53 0,48 0,01 

Медиана 0,82 0,82 0,82 0,72 0,53 

Третий квартиль 0,97 0,97 0,99 0,96 0,95 

 

 

 

Рис. 6. Диаграмма размаха коэффициента подобия Жаккара 

Fig. 6. Boxplots of Jaccard similarity coefficient 
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Результаты проверки эффективности ал-

горитмов кластеризации полностью соответ-

ствуют выводам, полученным в результате их 

оценки по проценту ошибочного отнесения 

выборок к «чужому кластеру». Самым неэф-

фективным алгоритмом оказался спектраль-

ный. Все остальные алгоритмы показали до-

статочно хорошие результаты. 

В целом на основе вышеизложенного 

анализа данных можно сделать следующие 

выводы: 

– добиться разделения гетерогенной вы-

борки с достаточно высокой точностью (на 

уровне не более 5 % ошибочного отнесения к 

«чужой» подвыборке) с помощью существую-

щих алгоритмов кластеризации практически 

невозможно – подобный уровень достигается 

только в 29–40 % случаев в зависимости от вы-

бранного алгоритма; 

– если для педагогического исследова-

ния требуется очень точное разделение вы-

борки, то педагогу-исследователю следует 

внимательно визуально проанализировать 

плотность распределения первоначальной вы-

борки: распределение должно быть явно муль-

тимодальным, моды распределения должны 

находиться на значительном расстоянии друг 

от друга, в этом случае лучше всего использо-

вать иерархический алгоритм кластеризации 

как наиболее эффективный на высоком уровне 

точности кластеризации; 

– в случае если высокой точности кла-

стеризации не требуется (на уровне не более 

32 % ошибочного отнесения к «чужой» под-

выборке), то педагог-исследователь может вы-

бирать либо оба алгоритма К-средних, либо 

иерархический алгоритм – все они предлагают 

примерно одинаковую точность кластериза-

ции; 

– алгоритм BIRCH, хоть и показывает 

чуть худшую эффективность в целом, тоже 

может использоваться для разделения мульти-

модальных выборок; 

– спектральный алгоритм демонстри-

рует полную неэффективность по всем анали-

тическим показателям – по коэффициенту 

Жаккара алгоритм показал максимальную эн-

тропию, близкую к случайному распределе-

нию результатов выборки к одному из двух 

кластеров. 

Помимо оценки эффективности алгорит-

мов кластеризации, нами также был проведен 

анализ влияния параметров моделирования 

педагогического эксперимента на показатели 

эффективности алгоритмов кластеризации 

(коэффициент подобия Жаккара). Под пара-

метрами моделирования понимаются прежде 

всего: математическое ожидание подвыборок; 

стандартное отклонение подвыборок; асим-

метрия подвыборок; количество наблюдений 

в подвыборках; расстояние между подвыбор-

ками. Однако в качестве аргументов уравне-

ния регрессии нами были выбраны не сами па-

раметры моделирования, а их математические 

отношения: расстояния между величинами 

математического ожидания подвыборок, 

сумма стандартных отклонений, сумма коли-

чества наблюдений, модуль разницы коэффи-

циента асимметричности распределения. В ка-

честве зависимой переменной использовался 

коэффициент Жаккара иерархического алго-

ритма кластеризации. Уравнение регрессии 

представлено в следующей формуле: 

 

http://sciforedu.ru/glavnaya
http://sciforedu.ru/journal/2024-2
http://sciforedu.ru/
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2658-6762


Science for Education Today 

2024. Том 14. № 2                             http://sciforedu.ru                             ISSN 2658-6762 

 

© 2011–2024 Science for Education Today   Все права защищены 
 

138 

(1); 

где 

J – коэффициент подобия Жаккара; 

µ – математическое ожидание подвыборки, баллы; 

σ – величина стандартного отклонения подвыборки, баллы; 

N – число наблюдений в подвыборке; 

α – коэффициент асимметричности подвыборки. 

 

 

Корреляционный анализ, представлен-

ный в таблице 6, показывает, что наиболее 

сильно влияющим на показатель эффективно-

сти кластеризации является расстояние между 

подвыборками. Вторым параметром по сте-

пени влияния выступает величина стандарт-

ного отклонения подвыборок. Размер выборок 

и величина асимметрии показали почти нуле-

вую корреляцию. 

 

Таблица 6  

Коэффициенты корреляции параметров моделирования эксперимента 

Table 6 

Correlation coefficients of experimental simulation parameters 

 J σ1 + σ2 µ2 - µ1 N1 + N2 |α2 - α1| 

J 1 – – – – 

σ1 + σ2 -0,24 1 – – – 

µ2 - µ1 0,72 0 1 – – 

N1 + N2 -6,9·10-3 0 0 1 – 

|α2 - α1| 0,04 -9,3·10-20 0 5·10-20 1 

 

 

 

Таким образом, для расчета уравнения 

регрессии нами учитывались только перемен-

ные расстояния между математическими ожи-

даниями подвыборок и сумма стандартных от-

клонений выборок. Окончательное уравнение 

регрессии приняло следующий вид: 
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(2); 

 

где 

J – коэффициент подобия Жаккара; 

µ – математическое ожидание подвыборки, баллы; 

σ – величина стандартного отклонения подвыборки; 

R2 – коэффициент детерминации уравнения; 

SEJ – величина стандартной ошибки предсказанного значения J. 

 

 

Коэффициент детерминации (R2) полу-

ченного уравнения составил 0,9, что говорит о 

том, что выбранные аргументы функции урав-

нения на 90 % определяют коэффициент подо-

бия Жаккара. Величина стандартной ошибки 

составила – 0,24. 

Проведенный анализ влияния парамет-

ров компьютерного моделирования экспери-

мента позволяет прийти к следующим выво-

дам: 

– наибольшее влияние на эффективность 

кластеризации оказала разница между матема-

тическими ожиданиями двух подвыборок, по-

этому педагогу-исследователю в первую оче-

редь следует обращать внимание на визуаль-

ную форму распределения, получившегося в 

результате: если на распределении присут-

ствует несколько пиков (мод) и несколько ло-

кальных минимумов между ними, то имеет 

смысл разделить большую выборку на не-

сколько подвыборок; 

– вторым по важности фактором, влияю-

щим на эффективность кластеризации, явля-

ется величина стандартного отклонения; 

– величины асимметрии и количества 

наблюдений выборки никак не влияют на эф-

фективность кластеризации. 

Также был проведен регрессионный ана-

лиз влияния статистических параметров полу-

ченной смешанной выборки на коэффициент 

подобия Жаккара. Этот анализ наиболее при-

ближен к реальной ситуации педагогического 

эксперимента, когда получены сырые данные 

эксперимента и необходимо провести их пер-

вичную статистическую обработку, а также 

предсказать, насколько выборка гомогенна 

или мультимодальна. В качестве параметров 

описательной статистики нами использова-

лись: показатели вероятности принадлежно-

сти распределения к нормальному (p-показа-

тель); усеченные показатели минимума (P5) и 

максимума (P95) выборки, а также медиана 

(P50) и квартили (P25, P75) выборок (рис. 7). 
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Рис. 7. Схема определения квартилей выборки на диаграмме размаха 

Fig. 7. The scheme for determining sample quartiles on a boxplot 

 

 

В уравнении регрессии использовались 

не сами показатели квартилей, а отношение 

межквартильных диапазонов к диапазону 

между минимумом (пятым процентилем) и 

максимумом (девяносто пятым процентилем) 

выборки. В качестве зависимой переменной 

использовался коэффициент Жаккара иерар-

хического алгоритма кластеризации. Уравне-

ние регрессии представлено в следующей 

формуле: 
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(3); 

 

где 

J – коэффициент подобия Жаккара; 

p – показатель вероятности принадлежности распределения к нормальному; 

P5 – минимум (пятый процентиль) выборки, баллы; 

P95 – максимум (девяносто пятый процентиль) выборки, баллы; 

P25 – первый квартиль (двадцать пятый процентиль) выборки, баллы; 

P75 – третий квартиль (семьдесят пятый процентиль) выборки, баллы; 

P50 – медиана (пятидесятый процентиль) выборки, баллы. 

 

 

Для более полной и точной оценки взаи-

мосвязи аргументов функции использовались, 

кроме межквартильных расстояний, еще и их 

произведение между собой, чтобы учесть не 

только сами переменные, но и то, как они вли-

яют друг на друга. Корреляционный анализ 

представлен в таблице 7. В данном случае мы 

не исключали переменные из уравнения ре-

грессии из-за низких одиночных значений ко-

эффициента корреляции, а считали их ком-

плексом переменных (p – показатель, x-

переменные, произведение x-переменных), и 

для каждого комплекса в качестве основного 

коэффициента корреляции рассматривался 

максимальный. Самая низкая корреляция с ко-

эффициентом Жаккара наблюдалась у показа-

теля вероятности принадлежности выборки к 

нормальному (-0,28), вторыми по степени вли-

яния являются величины отношения межквар-

тильных диапазонов к диапазону между мини-

мумом и максимумом выборки (-0,58), самый 

высокий коэффициент корреляции показало 

произведение отношения межквартильных 

диапазонов (-0,82). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://sciforedu.ru/glavnaya
http://sciforedu.ru/journal/2024-2
http://sciforedu.ru/
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2658-6762


Science for Education Today 

2024. Том 14. № 2                             http://sciforedu.ru                             ISSN 2658-6762 

 

© 2011–2024 Science for Education Today   Все права защищены 
 

142 

Таблица 7 

Коэффициенты корреляции параметров описательной статистики 

Table 7 

Correlation coefficients of descriptive statistics parameters 

 J p x1 x2 x3 x4 x1x2 x1x3 x1x4 x2x3 x2x4 x3·x4 

J 1 – – – – – – – – – – – 

p -0,28 1 – – – – – – – – – – 

x1 -0,52 0,13 1 – – – – – – – – – 

x2 0,54 -0,15 -0,29 1 – – – – – – – – 

x3 0,31 -0,10 -0,64 -0,35 1 – – – – – – – 

x4 -0,58 0,19 0,02 -0,68 0,02 1 – – – – – – 

x1x2 0,05 -0,02 0,67 0,44 -0,76 -0,52 1 – – – – – 

x1x3 -0,43 0,13 0,46 -0,71 0,23 0,18 -0,10 1 – – – – 

x1x4 -0,82 0,27 0,72 -0,61 -0,47 0,65 0,11 0,47 1 – – – 

x2x3 0,63 -0,18 -0,71 0,40 0,62 -0,53 -0,32 -0,23 -0,81 1 – – 

x2x4 0,07 0,05 -0,27 0,45 -0,40 0,20 0,04 -0,56 -0,05 0,00 1 – 

x3x4 -0,08 0,02 -0,47 -0,66 0,72 0,65 -0,84 0,22 0,01 0,03 -0,17 1 

 

 

Ввиду того, что включение в уравнение 

переменной р и группы переменных x ни-

чтожно влияло на коэффициент детерминации 

и показатель стандартной ошибки, при этом 

сильно усложняя уравнение, в конечном вари-

анте уравнения регрессии использовались 

лишь произведения переменных x: 

 

(4) 

 

 

Коэффициент детерминации (R2) полу-

ченного уравнения составил 0,96, что говорит 

о том, что выбранные аргументы функции 

уравнения на 96 % определяют коэффициент 
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подобия Жаккара, что даже выше, чем у урав-

нения, содержащего параметры моделирова-

ния выборок. Величина стандартной ошибки 

составила – 0,14; 95 % доверительный интер-

вал – 0,28. 

Проведенный анализ влияния явных 

факторов позволяет прийти к следующим вы-

водам: 

– единственными факторами, которые с 

помощью уравнений регрессии позволяют 

предсказать показатели эффективности кла-

стеризации, оказались произведения соотно-

шений межквартильных размахов; 

– никакие другие параметры описатель-

ной статистики, например, показатели нор-

мальности распределения или его асиммет-

рии, существенным образом не влияли на ко-

нечную точность уравнения; 

– можно сделать вывод, что, математиче-

ски анализируя межквартильные или даже 

межпроцентильные расстояния, можно доста-

точно точно с помощью уравнений регрессии 

предсказывать свойства полученных распре-

делений – в нашем случае вероятность ошибки 

кластеризации распределения. 

 

Обсуждение. Заключение 

В результате моделирования педагогиче-

ского эксперимента на 20160 вариантах вы-

борки, различающихся по таким параметрам, 

как размер подвыборок, величины стандарт-

ного отклонения, расстояния между математи-

ческими ожиданиями, коэффициента асим-

метрии подвыборок, мы пришли к следующим 

выводам. 

1. Добиться высокой точности (до 5 % 

ошибок) разделения гетерогенной выборки с 

помощью алгоритмов кластеризации до-

вольно сложно, это удается лишь в 29–40 % 

случаев. Для точного разделения в педагоги-

ческом исследовании выборка должна иметь 

явно мультимодальное распределение, и в 

этом случае рекомендуется использовать 

иерархический алгоритм. Если точность до 

32 % ошибок приемлема, подойдут и алго-

ритмы К-средних, и иерархический алгоритм.  

2. Среди параметров моделирования пе-

дагогического эксперимента на эффектив-

ность кластеризации наибольшее влияние ока-

зывает разница между математическими ожи-

даниями подвыборок, поэтому при наличии 

нескольких пиков на распределении рекомен-

дуется разделить выборку на подгруппы. Вто-

ростепенным фактором влияния является 

стандартное отклонение, тогда как асиммет-

рия и количество наблюдений на результаты 

кластеризации не влияют.  

3. Для предсказания эффективности 

кластеризации ключевыми являются произве-

дения соотношений межквартильных разма-

хов. Другие параметры описательной стати-

стики, включая показатели нормальности рас-

пределения и его асимметрии, не оказали вли-

яния на точность уравнения. Таким образом, 

анализируя межквартильные расстояния, 

можно через уравнения регрессии предсказать 

вероятность ошибки в кластеризации распре-

деления. 

Благодаря этим выводам мы можем вы-

вести следующий алгоритм действий для пе-

дагога-исследователя. 

1. Прежде всего следует проверить по-

лученную выборку на предмет принадлежно-

сти к нормальному распределению любым из 

статистических тестов (тест Колмогорова, 

тест Шапиро – Вилка). Высокий показатель 

вероятности (p-показатель > 0,5), что выборка 

принадлежит к нормальному распределению, 

однозначно исключает мультимодальность 

выборки. 

2. Даже если существует априорное зна-

ние, что выборка действительно мультимо-

дальна, но при этом достоверно принадлежит 

к нормальному распределению, то разделение 
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выборки будет сопровождаться большим ко-

личеством ошибок кластеризации. 

3. Если все же есть подозрение, что по-

лученная выборка имеет мультимодальный 

характер, то необходимо визуально оценить 

распределение. Наиболее удобная форма 

представления – это скрипичная диаграмма 

(violin plot). 

4. Если на скрипичной диаграмме про-

сматривается несколько пиков (мод), то 

можно воспользоваться статистическими те-

стами, направленными на выявление количе-

ства мод, например, таких, как метод Сильвер-

мана, метод ACR , метод Чена – Холла, метод 

Хартигана, метод Фишера – Маррона, метод 

Холла – Йорка8 [8; 12; 13; 17; 25], при этом 

нельзя однозначно полагаться только на визу-

альный либо только на статистический анализ 

количества мод, а делать суждение на основе 

комплексного анализа. 

5. Для оценки вероятности ошибок кла-

стеризации двухмодальной выборки можно 

воспользоваться уравнением регрессии (4), 

однако к любым выводам, полученным с по-

мощью этого уравнения, следует относиться с 

осторожностью, так как 95 % доверительный 

интервал коэффициента Жаккара этого урав-

нения равняется 0,28. 

6. После определения количества мод 

педагог-исследователь может воспользо-

ваться одним из следующих алгоритмов кла-

стеризации: К-средние, К-средние с минималь-

ными выборками, иерархический алгоритм. 

Оба алгоритма К-средних являются наиболее 

универсальными; иерархический алгоритм ре-

комендуется использовать, если визуально 

 
8 Crujeiras-Casais R. M., Alonso J. A., Casal A. R. Mode 

testing, critical bandwidth and excess mass // XXXV 

Congreso Nacional SEIO: IX Jornadas de Estadística Pú-

blica: Universidad Pública de Navarra, Pamplona, del 26 

al 29 de mayo de 2015. – Departamento de Estadística e 

распределение имеет несколько явно выра-

женных мод. 

Представленная научная работа не явля-

ется всеобъемлющей, поэтому необходимо 

упомянуть основные проблемы и границы 

применения результатов, полученных в дан-

ном исследовании. 

1. Настоящее исследование посвящено 

изучению эффективности кластеризации 

только двухмодальных выборок, поэтому ре-

зультаты ограничено применимы для случаев, 

когда количество мод превышает число «два». 

Особенно эти ограничения касаются уравне-

ния регрессии (4) – вычислять коэффициент 

Жаккара для трех- или четырехмодальных вы-

борок с помощью этого уравнения не имеет 

смысла, так как он применим для сравнения 

только двух выборок. Определение количе-

ства мод, а также алгоритм исследования вы-

борок с количеством мод больше двух будет 

предметом наших дальнейших исследований. 

2. Существует неразрешимое противо-

речие между точностью алгоритма кластери-

зации и возможностью предсказания его точ-

ности посредством уравнения регрессии – чем 

больше точность алгоритма, тем меньше слу-

чаев с высокой долей ошибок и, соответ-

ственно, меньше предсказательная сила урав-

нения для таких случаев. Увеличение же коли-

чества параметров (децили и квинтили вместо 

квартилей) сильно усложнит конечное уравне-

ние при небольшом увеличении точности. Ис-

пользование других способов анализа и пред-

сказания результатов (в том числе нейросете-

вых моделей) также станет предметом наших 

дальнейших исследований. 

Investigación Operativa. Universidad de Navarra, 

2015.  – С. 60–60. 

Hall P., York M.  On the calibration of Silverman’s test for 

multimodality // Statistica Sinica. – 2001. – P. 515–536. 
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Abstract 

Introduction. The article is devoted to the problem of primary data processing of pedagogical 

experiments having a multimodal character. The purpose of the study is to identify the most effective 

and universal clustering algorithms for pedagogical experiments.  

Materials and Methods. The study used the method of modeling a pedagogical experiment. The 

analysis of 5 clustering algorithms is conducted. The effectiveness of clustering algorithms was 

evaluated based on the proportion of observations with clustering errors at various tolerance levels and 

the Jacquard similarity coefficient. Regression analysis was used to assess the influence of modeling 

parameters of a pedagogical experiment and indicators of descriptive statistics on the effectiveness of 

clustering algorithms. 

Results. The assessment of the effectiveness of various data clustering algorithms is provided, as 

well as a correlation and regression analysis of factors affecting clustering efficiency indicators was 

carried out. 

Conclusions. The most effective clustering algorithms for multimodal samples include the K-

means algorithm and the agglomerative hierarchical algorithm. The results obtained in this research 

can be used for statistical analysis of pedagogical, psychological, sociological, biological and medical 

research data. 
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Educational experiment modeling; Data clustering algorithms; Multimodal samples; Data 

analysis in education. 
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